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PUPB

Oscillateur harmonique
meécanique:

Ecriture normalisée
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PUSB Oscillateur harmonique
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Hamiltonien mécanique:
PUSB . A,
Variables canoniques q et p

Vibrations cristallines («phonons»): Oscillations de I’¢énergie cinétique a 1’énergie potentielle
1 o | oL
H=—mX’+=-x X’ p=—
2 2 o0
Variables canoniques: g=X p=m-X = [q, p] =ih

1 1 |
H=——p' +—x E\E
2mp 2 T T
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PAB Hamiltonien mécanique:
J . . ,
Variables canoniques normées Q, P

Variables canoniques normées et fréquence d’oscillation

K |
— /_ P= |— .
Q ho 1 m ho P

l9. p]=in — [0, P]=i P=—i-Z ..

P +0° K
H = lip2+qu2 :ha)( Q ) COE\/:
2 m 2 2 m
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Opeérateurs de création

et d’annihilation
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PUSB Opérateurs de creation et d’annthilation

(P*+0°) K 0.P]=i
H =t . o= X [0, P]
m
p=—il.
«Opérateur de création»: oQ
1 1 0 h
a+E— Q—ZP = — Q__
J2 (0-iF) J2 ( an
«Opérateur d’annihilation: — a_,a. ] =1

aE%(Q+iP):%[Q+%) B

H:ha)-(a+ 4.4 a*j:ha)-(m a. +lj
2 2
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PARB Ha'miltonien de type:
«oscillateur harmonique»

Considérons un hamiltonien de la forme: H=lhow- (Cl La_ + %)
T _
avec: [a_ . Cl+] =1 et a, =d_

Résoudre et déterminer la fonction d’onde du vide |(Po> . Normée

Cl_"§00>20 avec: <(00H(00>=1

1

a\(Po>5—2(Q+iP)°\(ﬂo>=%(Q°\%>+%\¢o>j=0
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PUSB Mode et €énergie du vide

O _
Mode du vide: Cl_"(00>=0 = @‘¢0>=—Q"(ﬁo> = ‘(DO>=AO°€ 2

1/4
1 1 K
P||00)=1 =4, = TR ( j

Energie du vide:

H"¢0>:hw'(“+“— "¢0>)+%hw"¢0>:Eo "¢0>

\ J

Y
=0
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PUSB Fonction d’onde pour n-bosons

Supposons que les fonctions d’onde ont la forme:

| |
¢n>:_°a+° 5

. ¢n_1>=ﬁ'a+

Jo) n=12,..0

Hamiltonien:

?,)

=

(0n> est un mode propre d’énergic £ = ho- (n + %)
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2095 Modes de Fock

¢n> = L a+ ¢n—1> — Laf ¢O>
4 :
__/|’ /\'\ \//\\/‘/\ ; Nl l /6/ /
o— P S P, . ////
_— \-/I \ \V{ — 4
sy LAY o ;
. \/ \/ ’ _%Qz
G HNRN A4 p)=4,¢ % H,(Q)
n=3
s s\?\/\ll\‘/ ;M -
‘¢>:A0-e_5 0 a \ H\I\L on=1 *AEzha) Ta_|_
’ \\\$ ‘L AE =he T Cl+
1 n=0 i
) : Lha)/2
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Mode du vide:

Modes de N bosons:

Modes de Fock

o o) = 5| 245 =0

——Q2
‘¢o>:A0'e ?
norme
1 1
=~ =4, ¢n—1>:_ a,
n n!
—le
=4 -e* -H (QO)
norme

Polynomes
Hermite
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2R Annihilation

. ¢”>_ﬁ.a_ a, ¢0>— l (CL{L_!@"‘” a, |¢0>)

=0
—Jn- ! a"" |, ]
[ (n-1)! 1)

Opérateur d’annihilation: _ _
a_‘(0n>—\/n-‘(ﬁn_l> n=0,1...00
Opérateur de création a, ¢n> =n+1- ¢n+1> n=0,1...0
(rappel) :
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Oscillateurs quantiques

Annihilation: Création:
a - §0n>:\/; ¢n—1> a+'g0n>=\/n+1-(0n+1>
E [
A AN V., £ =6
0 AT e e [
N/ L/ t
N AN /T -
\ N/ [ \JV
0 7 s
a
Janls Wl nzz I "
EEEAAT NS Yo,
— \ i \I\"“ i n=1
/ I d
n=0

a_-|gp0>=0
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20983 Dénombrement et normes

Dénombrement:
a,a_-|p,y=~n-a,-|p,)=n"0,)
[  Opérateur de dénombrement a+ a - ‘ (pn > =N: ‘ gﬂn >
Normes:
Dénombrement = n-1
1 1 —
o.lle) =~ o laale, ) =—((plaa +1]e.)
1
= ;(” ~1+1) (@, |9, 1) = (@l 20) = (22| 0,2) = = (@[ @) =1

I:> Toutes les fonctions d’onde sont normées <(0n

¢,)=1 n=0,1..0
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PUSB Interprétation de I’Hamiltonien

(P +0°)

2 n bosons Energie du vide

\

\
H:ha)-(a+ a +%j =7 :ha)-(n+%j

H=hw-

L’Hamiltonien:
H=hw- ( a, d_ Ta. a, j - annihile puis crée
o) - crée puis annihile
un boson

Pierre-André Besse p.8.20 “Oscillateur harmonique” 2025



PUSB Exemples d’Hamiltoniens

1
Energie cinétique: H, =—1PFP ? Energie potentielle H = K X2
2m ) . K
d’un ressort: 2
Flux
1 1 magnétique
Energie capacitive: H.=— Q2 Energie inductive H, =— ¢2
2C 2L
. ; 80 2 E . Lts . H. = L B2
Energie électrique:  H,=—FE nergie magnetique: BT,
2 Hy
Energie d’int’e.raction H _=-y&- B Interactions spin-spin: H, = -0, -0,
¢lectromagnétique: /
Moment
magnétique
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Oscillateur harmonique:

Solution par le théoreme

d’Ehrenfest
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PUSB Oscillateur harmonique

2 2
Hamiltonien: (P +Q )

H=lho- ) [QaP]:l

Commutateurs:
|0.P*|=0P-P-P-PQ=QP-P—PQ-P+P-QP-P-PQ=[0Q,P]-P+P-[QP]

=i-P+P-i=2i-P

| P.Q*|=PQ-0—-0-0P=PQ-Q-0P-0+0Q-PO-Q-QP=[P,0]-Q+Q-[PQ]
=—i-0+0-—i=-2i-0Q

(O,P*|=2i-P P.Q°|=-2i-0
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Ehrenfest:

5
P

0

§<P>

0) =

%Y

Oscillateur harmonique

9
ot

04

(&)

1
+_
in

(4) ([4.4])

1

<
(%)

ot

)s

+

1 ho _,

H|) = — —P
ih<[Q’ ) O+ih<[Q’ 2 .
Solutions

classiques

e
1 |

e

—([P.H])=0+—

—_—

= (0)=4-cos(w-t)+B-sin(w-1)
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PUPB Exemple
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Oscillateur LC
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PUSB Distributed coplanar waveguide resonators

I mm
aya 1 f aWa
N NS NS /' N/ N
Note: Images of capacitors taken I K

from different sample.

100 um

M. Goeppl et al., J. Appl. Phys. 104, 113904 (2008)
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PUPB Hamiltonien LC et variables canoniques

Charge:

Hamiltonien:

Variables canoniques:

Commutateur:

o / Flux magnétique

Q=C-U=-C-¢

1

H=—Q*+—- ¢
Yo 2C 2 L

1 [T

q=9 p=C4=-Q o

CL

4. p]=—[4.Q]=in
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2R Hamiltonien LC

H=ho >
0
[T [T po-il.
=N\ TN ha ! 00
«Opérateur de création»
1 1 1 1
=— P . J 1
“ \/E(Ql) F(\/ZWFZ\/EQJ H ha)(aa—l— j
«Opérateur d’annihilation»: ~
a EL(QJFUD) 1 ( 1 '¢—iL'QJ [a a ]:1
J2 Vho\NL 7 e o
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PUSB Charges et flux magnétique

g = 1 (1°¢+i1 @j N Q—_l 4h2.C.(a _a)
T e\ T TJC B 4.7 4
1 1 1
! :mﬂﬁ‘”"f Qj B L
k(e (a, +a_)
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PUSB Exemple: résonateur LC sur puce

L=3.2cm, f,=n 1.8GHz

3mm
v
< »
10mm
20um
| — |
Typical lateral dimensions : ‘ “— \
CEA Saclay

Microstripe or coplanar waveguide
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Oscillateur
electro-magnétique

(E-B)
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PUSB Vecteur potentiel A et Hamiltonien EM

0
div(B)=0 = | B=Vx4 rot(E):—aa—f = Ez—gmd(/‘@—é;—jj
L\2
Lagrange: L=V lgoEz_liBz :lVgO.(A) _lVi(VxA)z
2 2 p, 2 2
volume
. . oL X .
Variables canoniques qE\/?-A E—.Z\/?go-Az—\/?gooE [q,p]zlh
o7}
H=V. lgO-E2+liB2 = H:li-p2+lLk2-q2
2 2 1y 2 & 2 1,
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Hamiltonien

Fréquence

Variables canoniques
normalisées

Hamiltonien
normalisé

Hamiltonien EM normalisé

[q,p] =1ih

.(Pz_I_Qz)
2
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209 Création - annihilation

Création a, = %(Q — iP)
[a_ : a+] =1
Annihilation a_= %(Q +iP)

H=hw-|a,.a +lj:ha)-(a+a +aa+j
2 2

c-k

S
I
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PUPB EM fields pour une onde de propagation s

V _ -
P:L(CI_F—CZ ):_ 80 E => E:l 1 h(() .(a_.elkz—lcot_a+.e—1kz+za)t)
V2 heo 2¢, V .
1 JZo o .
+k B — i k a .ezkz—za)t _a+ .e—zkz+za)t
B=—E=\au E = \/250-a)2 ” (a- R )
Pour a-
>/ 1 1 ho i i
E:ila)A => A:—' __.(a_.elz—za)t+a+.e—lz+za)t)
X w \2¢ V <
Pour a+
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Onde de propagation
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Modes cohérents
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20953 Mode cohérent et son évolution

Modes de Fock Valeurs propres:

1 A
- —0? Polyndomes _ 1
0,)=4,¢ " H(Q) Hermic E, =ho(n+3)

2
.|

Mode cohérent

‘";‘:”rl‘l l MTT

Distribution de Poisson
en intensité

Evolution
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20953 Distribution de Poisson et mode cohérent
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Mode cohérent

Mode propre:

Valeur propre

Modes cohérents et
ope¢rateur d’annihilation

Pierre-André Besse
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PUPB Pendule quantique

v
>
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PUSB Rappel et comparaison

Puits quadratique Puits rectangulaire
et mode cohérent et images multiples

-1 -08 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 e
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0.35

Probability Density |®(x, t)|?

0.05 A

0.00

Simulations par: Romain Nicolas Paul Couyoumtzelis

<n>=1]

(n)=1

Modes cohérents:

effet du nombre moyen de photons

0.30 1

0.25

0.20 A1

0.15

0.10 -~

=== Amax = 2Xo|a] =2.oo'|

\

_ | ————

-20 -10
Position x

La fréquence est identique, mais I’amplitude augmente si <n> augmente

10

20

Probability Density |®(x, t)|?

0.35 +

0.30

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10 4

0.05 +

0.00

<n>=4

(ny=4

=== Amax = 2Xg|a| = 4.00
]

b T Mgy —r——_

)

-20 -10 0 10 20
Position x

Ay (1)

Probability Density |®(x, t)|2

0.35 4

0.30 A

0.25 A

0.20 A

0.15 A

0.10 A

0.05 A

0.00

<n>=100

(n)=100

=== Amax = 2xo|a| = 20.00

e g+ =

=20 -10 0
Position x

10

20
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Pendules quantiques

T T T T T T T

Lote.ain » naNwaine & Oiveins o B, WA AN B AN G -
e T T —
Lcon s nanasine » Saains i SESEER & BUESASE HEENa
et o i e i e B s el

-6 -4 -2 6 2 4 6
x [(A/(mw))"?]

https://commons.wikimedia.org/wiki/File:QHO-catstate-even3-animation-color.gif
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A
A
50
1 n
: [ P(n)=— (n)" e J
108 YBose-Einstein n
n 35
30+ An=4.5 An = <n>
Poisson
25
N (n) =20
154
10+ [ < >n \
: - fi(m) =
“0 0.02 U.;H 0.06 0.08 ():'l 5 (<n> + 1)
, 1 9 y

P 7,3 An = \/<n>(<n>+1) = <n>
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PUSB Modes photoniques

1 (a+a—)° ¢n>:n' ¢n>
1) Modes de Fock: a_-|(00>=0 (ﬁn>=—'af‘ (00>
M 1
«Fock» laser H'|¢n>=hw‘(”+5)'|¢n>
r . — < _<n><nl . istribution
2) Modes cohérents: (DC> = nz(;(\/ e o ] (Dn> ge }Eo'fssgn a - §Dc> = \/@ : ¢c>
Laser

Matrice densité

3) Modes thermiques: f.(n) = <n> Distribution 0, (<n>) _ i[ (n) _ ].(|¢n>.<¢n |)

(incohéren‘[s) (<n> + 1)n+1 de Bose-Einstein e (<n> N 1) +1

P :ifb(n)pn

LED
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Exercice 8.1: matrices de
209 e LS
création et d’annihilation

Les modes propres de 1’oscillateur harmonique

forment une base orthonormée: &
a
g0n> n=0,1,..0 !
a2
Un mode superposé de cet oscillateur prend la forme: |W> = Z a, (0n> =l
n=0 n-1
al’l
an+1

Q: Ecrivez sous forme matricielle les opérateurs suivants:
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20983 Exercice 8.2: Hamiltonien d’excitation

Oscillateur Harmonique L.C

Considérons un résonateur LC harmonique.
Une capacité est utilisée pour 1’exciter Vv
par signal AC (V,) a sa fréquence de résonance.

[’Hamiltonien contient un terme qui mé¢lange vV
le signal d’excitation et la tension dans le circuit LC

Ho=oCoV,=V) 5 =CoV 7 ——
2 L
La charge dans le circuit LC est donnée par:
1/4
[(n*(C+C) L
=—1- ‘\a, —a =
Q [ 7 j (a,-a)

- Exprimez cet Hamiltonien H, en fonction des opérateurs de création et d’annihilation

- Ecrivez cet Hamiltonien H, sous forme matricielle
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PUPB Exercice 8.3: Hamiltonien de couplage

Une capacité est utilisée pour les coupler. vV
1

Considérons deux résonateurs LC 1dentiques. C

[’Hamiltonien contient un terme de couplage
entre les deux circuits. C
Inspirez-vous de I’exercice précedent pour L 1
exprimer ce terme

| |IC

H :%Cc-(Vl—Vz)z ~ .

c

|||—
i

Utilisez les expressions de la charge dans chaque circuit
pour exprimer cet Hamiltonien de couplage en fonction
des opérateurs de création et d’annihilation des deux circuits.

ATTENTION: ne vous lancez pas dans une analyse matricielle !!
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2R Exercice 8.4

Pourquoi la probabilité de trouver une particule augmente dans les bords ?

.
| |

N L

+ + + ] 4 ] * 4 4+ - + }
~2.100%1.6-1021.2.10 81074107 0O 41077 81077 1.2.10°°1.6-10°° 2.10°¢

X

} >
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